U04: Kombinatorik und Ereignisalgebra

Lésung

Teil A

Urne mit n = 6 verschiedenfarbigen Kugeln

(z.B. R(ot), G(ruin), B(lau), W(eil3), S(chwarz), L(ila)),

aus der r = 2 Kugeln gezogen werden.

1)

2)

3)

4)

Auswahl von r = 2 Kugeln aus n = 6 Kugeln
ohne Berlicksichtigung der Reihenfolge (also Kombination) und
ohne Zurticklegen (also ohne Wiederholung):

K(n=2r :Z)Z[SJZGJ 625 15

{R,G} {R,B} {RW} {R,S} {R,L} 5
{G,B} {GW} {G,S} {G,L} 4
{B.W} {B,S} {B.,L} 3

{W,s} {w,L} 2

{S,L} 1

Summe 15

n=6
n = 6 verschiedenfarbige Kugeln lassen sich auf P(n)=n!=6!=6-5-4-3-2:1=720

Die ersten r = 2 Kugeln entsprechen den zuvor aus der Urne gezogenen Kugeln, wobei deren
P(r) = r1 = 21 = 2 Anordnungsmdéglichkeiten keine Rolle spielen.

Die letzten s =n —r = 6 — 2 = 4 Kugeln entsprechen den zuvor den in der Urne verbleibenden
Kugeln, deren P(s) = s! = 4! = 4.3-2 = 24 Anordnungsmadglichkeiten ebenfalls keine Rolle
spielen.

Also entspricht dies einer Permutation von n Elementen

mit einer Wiederholung von r = 2 Elementen (ausgewahlte Kugeln) und

einer Wiederholung von s = 4 Elementen (nicht ausgewahlte Kugeln):

K(n,r):[?szW(n,r,s=n—r) r|ns| 2|6!4| %55/;_35 15

Auswahl von r = 2 Kugeln aus n = 6 Kugeln
ohne Berucksichtigung der Reihenfolge (also Kombination) und
mit Zurticklegen (also mit Wiederholung):

KW(n:G,r:2):(n+:_1J:[6+2;l=7]:7;3 a0

{R,R} {R,G} {RB} {RW} {R,S} {R,L} 6

{G,G} {GB} {GW} {G,S} {G,L} 5

{B,B} {BW} {B,S} {B,L} 4

{w,w} {w,s} {w,L} 3

{s,s} {s.L} 2

{L,L} 1

Summe 21
1. Idee: Kugeln verdoppeln:

Damit jede Kugel auch beim Ziehen ohne Zurticklegen
doppelt gezogen werden kann.

(6 + 62: 12} _ ,1/22-11

6 verschiedenfarbige Kugeln, die sich doppeln.
21 — 6 = 15 Kugel-2er-Kombinationen,

die sich jeweils 4-fach aus 1. bzw. 2. Kugel zusammensetzen.
Also: 6 + 154 = 6 + 60 = 66 Kombinationen

=6-11=66 > 21
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{RuR,} = {RR}
{R1,Gy}
{R1.Gy |
(Ry,G, ) - {RG}
{R2,G,}
{SuLaf
{S1la}
Sy} - {SL}
{S2.Ls}
Ly} - {LL}
2. ldee: (r—1)=(2-1) =1 Joker-Kugel (*) als Vervielfaltiger.
(RR} = (R}, o {LL} = (L)
" +(-Y) (64(2-2)=7
Daher: K" (n=6;r=2)= Joker |= 5 =21
r
1)
a) 2 Mal hintereinander 2 Kugeln aus gleicher Urne ziehen

ohne Reihenfolge (Kombination) und
ohne Zuriicklegen (keine Wiederholung):

(

5

:ﬁ.64215.15:225
2 2

b) 2 gleichfarbige Paare Kugeln
Damit sich gleichfarbige Paare bilden,

rotes Paar

grines Paar
blaues Paar
weilRes Paar

mussen die Kugeln aus der jeweils anderen Urne gezogen werden,
da in jeder Urne nur verschiedenfarbige Kugeln enthalten sind.
Aus der 2. Urne miissen also Kugeln jeweils derselben Farbe gezogen werden

wie aus der 1. Urne.

Die Auswabhl in der 2. Urne reduziert sich auf von den urspriinglich 6 auf 2 Kugeln.

1. Urne, 2. Urne

griines Paar
{R,G}, {R,G}

schwarzes Paar

blaues Paar weiRes Paar schwarz Paar
{R,B}, {R,B} {RW} {RW} {R,S}, {R,S}
{GB}L{GB} {GW}{GW} {GS}{GS}
{B.wW}, {B.W} {B,S}, {B,S}

{W,S}, {W,S}

Summe

(

6
2

i

2
2

852 45.4.15
2 2

lila Paar
{R,L}, {R,L}
{G,L}, {G,L}
{B,L}, {B,L}
{W,L}, {w,L}
{S,L}, {S,L}

GFRr NWwk~O
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c)

d)

2)

4 verschiedenfarbige Kugeln

Die beiden Kugeln aus der jeweiligen Urne sind verschiedenfarbig.
Aus der 2. Urne missen also Kugeln mit anderen Farben gezogen werden

wie aus der 1. Urne.

Die Auswahl aus der 2. Urne reduziert sich von den urspriinglich 6 auf 4 Kugeln.

1. Urne 2. Urne
{R,G} {B,W} {B,S} {B,L}
{W,S} {W,L}
{S.L}
{S.L} {R,G} {R,B} {R,W}
{G,B} {G,wW}
{B,wW}

61 [4).6:5 43 _156-90
2)\2)" 2 2

1 gleichfarbiges Paar Kugeln

15-6=90

Die beiden Kugeln aus der jeweiligen Urne sind verschiedenfarbig.

Aus der 2. Urne muss also eine Kugel mit gleicher Farbe und

eine Kugel mit anderer Farbe gezogen werden

wie aus der 1. Urne.

Die Auswahl auf der 2. Urne reduziert sich von den urspriinglich 6

im 1. Zug auf 2 (gleiche Farbe) und
im 2. Zug auf 4 (andere Farbe) Kugeln.

1. Urne 2. Urne
{R,G} {R,B} {RW} {R,S} {R,L}
{G,B} {GWwW} {G,S} {G,L}

{S.L} {SR} {S.G} {S.B} {SwW}
{LR} {LG} {LB} {LW}

Sl -

0 Paar gleichfarbiger Kugeln (4 verschiedenfarbige Kugeln)
1 Paar gleichfarbiger Kugeln

2 Paar gleichfarbiger Kugeln

Alle Mdglichkeiten

0 Paar gleichfarbiger Kugeln (4 aus 6 verschiedenen Farben)
1 Paar gleichfarbiger Kugeln (3 aus 6 verschiedenen Farben)

2 Paar gleichfarbiger Kugeln (2 aus 6 verschiedenen Farben)

Farbkombinationen insgesamt:

15.2-4=120
c) 90
d) 120
b) 15
a) 225

15+20+ 15=50
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Teil B

Es werden aus einem Korb (Urne) mit N = 40 Wraps (Kugeln)

n = 3 Wraps (Kugeln) ohne Zurticklegen (ohne Wiederholung) gezogen.
Es spielt dabei keine Rolle, wer welchen Wrap bekommt (Kombination).
(N _ 40] ~ 40.%13 ./3/8/19

Also gibt es insgesamt: =40-13-19 =9.880 Kombinationen.

n=3 371
Die Wraps unterscheiden sich hinsichtlich ihrer Fillung und werden auf 2 Korbe verteilt:
Korb (Urne) 1: M = 2 Wraps mit Thunfisch-Fllung,

von denen x = 1 Wrap ausgewahlt werden soll:

M=2) 2 o
=— =2 Kombinationen
x=1 1
Korb (Urne) 2: N — M =40 - 2 = 38 Wraps mit Kase-Fullung,
von denen n —x = 3 — 1 = 2 ausgewahlt werden sollen:
N-M=40-2=38) 36" .37
n-x=3-1=2 ) 24

=19-37 =703 Kombinationen

Insgesamt: 2:703 = 1.406 Kombinationen

"glnstige Falle" 1.406

: = =0,14230769
"mdogliche Falle" 9.880

1) Laplace-Wahrscheinlichkeit:

2) Ti: ,Wrap mit Thunfisch-Fullung im i-ten Zug®

2 1
a) P(T,) = 20" 20 =005

b) P(T,)=P(T, nT) U, ATy ) =P(T, ATy)+P(T, A T ) =

=P(T,|T,)-P(T,)+ P(T2 |Tl) P(T,)

12,23 2476 78 1 .
39 40 39 40 39-40 3550 20

c) P(Ts) =P(Ts A (T, AT U (T A (T AT O (T AT AT ) (Ts A (T2 AT))=
=P(T, (T, mTl))+P(T3 (T, mTl))+P(T3 A(T, m'_l'l))+P(T A(T,nT) ):

P(T,|T, nT,)-P(T, mT1)+P(T3 T, mTl).P(f2 AT, )+
F>(T3 T, m'T'l)-P(TZ m'T'l)+P(T3 T, m'T'l)P('_I'z AT,)=
=P(T,|T,nT,)-P(T, |T1).F>(T1)+F>(T3 T, mTl).P(f2 IT,)-P(T,)+

P(T3 T, mi).P(T2 |T1).F>(fl)+P(T3 T, AT ).P(f |'T'1)~P('I_'1):

012 1382 123823738

T 38 39 40 38 39 40 38 39 40 38 39 40

_0+76+76+2812 2064 _ 1 _ .

38-39-40  599g0° 20

Nein, es spielt keine Rolle,
da die Erfolgswahrscheinlichkeit, einen Wrap mit Thunfisch-Fullung zu erwerben,
a-priori immer gleich 5 % ist, egal ob Statistix als erster, zweiter oder letzter auswahlt.
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Teil C

—

Gi: ,Der Gewinn ist hinter Tor i“
M;: ,Der Moderator offnet Tor j* (

P(Gl) = P(Gz) = P(Gs) =

PP
NN
w W
N N

Wl

Der Kandidat hat Tor 1 gewahlt und der Moderator hat daraufhin das Tor 3 gedffnet.
Lohnt es sich fir den Kandidaten zu wechseln?
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Auto hinter Tor 2 ist?

P(G,[M,) = P(G,OM;) _P(M,nG,) _P(M,[G, )P

P(M;) — P(M,)  P(M
Satz von Bal:y)ezlvl3 |G2) . P(Gz)
P(M,|G,)-P(G,)+P(M;|G,)-P(G,)+P(M,|G,)-P(G;)

M)
Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Der ausgeglichene Moderator
1
P(M3|Gl)=E P(M;|G,)=1  P(M,|G,)=

1
1 >

3

+0

E
1 .1 1+
3

1
3
2

wlpR

P(G,|M,) = T
23

: . . 1 2
Der Kandidat sollte also wechseln, um seine Gewinnchancen von anfangs > auf 3 zu verdoppeln.

KZ
+1.-+0-= 4
3 6

Der faule Moderator

PM;|G,)=1 P(MG,)=1 P(M,|G;)=

L1 1 4

3 3 1 1

P(G,M,)= 3 -3 _~A_=
1.}+1.£+0.£ 1+1+0 »3( 2 2

3 3 3 3
Der hinter Tor 2 ist genauso wahrscheinlich wie der Gewinn hinter Tor 1.
Seine Gewinnchance ist also unabhangig davon, ob er bei Tor 1 bleibt oder zu Tor 2 wechselt.

Der unausgeglichene Moderator

P(M|G,)=0 P(M,|G,)=1 P(M,|G,)=

!
2

1 1 21 _ 1.2
PoM) a3 1 E 1] 1, 123
2[My q-£+1'1+0'1 q+1+0 Z g+1 qg+1 712 2
3 73 3 3 -1_1
1+1 2

. 1 o . .
Mit q = 3 ergibt sich der Spezialfall ,Der ausgeglichene Moderator“ und

mit q=1 der Spezialfall ,Der faule Moderator*.



