U06: Diskrete Wahrscheinlichkeitsmodelle
Ldsung

Teil A

1) X; ~Bernoulli(n =, =0,05) Bernoulli-Verteilung
X,, ~Bernoulli(r =, = 0,15)
Xs ~Bemoulli(n = g = 0,80)

l1-m. X =0
P(XF:XE):{E X =1
F =
_ TEFXH . (1_ . )l—xﬁ
n=5
2) X;=2X;~B(n=5mn=mn=0,05) Binomialverteilung

Xy =D Xy ~B(n=5m=m, =0,15)

~B(n:5,n:ns :0,80)

n! % n—xg % n—xg
P(XFZXF)Zm.nFF.(l—nF) :[ j.TCFF.(l—ﬂF)

Anordnung aller erworbenen Wraps: n! (Permutation)
Wiederholung der Wraps mit entsprechender Fillung: x.!

Wiederholung der Wraps mit entsprechend anderer Fillung: (n - xF)!

oder

Auswahl der n Tage, an denen Wraps mit entsprechender Fillung erworben werden,
wobei die Reihenfolge der ausgewahlten Tage keine Rolle spielt (Kombination)

und die Tage sich alle voneinander unterscheiden (ohne Wiederholung).

5N

n

Xe

3) a P(X, <1)=F, (1)=0,9774
b. P(X; =2)=P(X; =2)-P(X; <1)=F, (2)-F, (1)=0,9988-0,9774 = 0,0214
c. P(X, <3)=P(X, <2)=F, (2)=0,9734
d. P( 1) 1- P(XM —1):1—F><M (1):1—0,8352:0,1648
e. P(X; >2)=P(X, >1)=1-P(X, <1)=1-F, (1)=1-0,9774 =0,0226
f. Da die Binomialverteilung nur bis = = 0,50 vertafelt vorliegt,

muss mit der Komplementérvariablen gearbeitet werden:
Xs ~B(n=5,m=mg =1-n, =1,00-0,80 =0,20)

xs 0 1 2
xs 5 4 3
n 555

P(Xs<2) = P(Xg23)=P(Xs>2)=1-P(Xg; <2)=1-F,_(2)=1-0,9421=0,0579

4) E(xT)=E(nSXTJ=EE(xTi)=n5(0-(1—nT)+1-nT)= S —n.m. —5.0,05=0,25

i=1 i=1 i=1 i=1
E(Xy)=n-m, =5-015=0,75
E(Xs)=n-ng =5-0,80 = 4,00
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Xy
n=5 unabhangig n=5 n=5
XT

= Y var(X; )= (0w ) (1= 7)) + (1= 7)o

i=1 i=1

1
Var(XM):n Ty - (1—7rM)—5 0,15-(1-0,15)=0,6375
n-mg -(1-ng) = 5-0,80-(1-0,80) = 0,8000

«/Var X /
VarK (X, 0,2375 ~ 194935887

E(XT) 0,25
Var /
VarK 0.6375 ~ 106458129
E(XM) 0,75
,/Var /
VarK( 0,8000 ~0,22360680
E(XS) 4,00
5) Y;~G(n=mn, =0,05) Geometrische Verteilung

Yy ~ G(n=m, =0,15)

6) a. P(Y; =3)=(1-7,)" " -n; =(1-0,05)"" 0,05 = 0,95%-0,05 = 0,045125
b. P(Y;=y;)=(1-n; )YT_1 o, —22 5 0 (fast) unmaglich

7) Bein (unabhangigen) Versuchen ist die erwartete Anzahl der Erfolge: E(X,)=n-n

Der erwartete Abstand zwischen zwei Erfolgen: E(Y)= yfr{ _1
‘T s
E(Y,)=—=—1 =20
n; 0,05

P(Y,=5) (1-x)" =

P(Y,; >3) M

Die geometrische Verteilung ist als einzige (diskrete) Verteilung gedachtnislos, d.h. es spielt
keine Rolle, wie viele vergebliche Versuche zuvor gemacht worden sind.

=(1-n) n=(1-n)" n=P(Y, =2)

8) P(Y;=3+2]Y,;>3)=

9) Y;, ~NB(r,n=m, =0,05) Negative Binomialverteilung
Y, ~NB(r,n =m, =0,15)
Ys, ~NB(r,m =ng =0,80)

_ e -1
(Y =Y, +r) P(Xn y+r-1 =r-1 [ - :Lj.nr1'(1—7'[))/')74)‘%Ij T :{yr J;r ].(1—7'5)% ¥
iy +1-1 i S
= y -(1—75)'-75 z(l—n)'~n = (1—Tc) ~n=P(Y:y)
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

3+2-1=4 4.3.21
P(YTJ:2 =3+2= 5) :( 3 j-(l—O,OS)3 -0,05% = 7-0,953 -0,05% = 0,00857375
Auf den nachsten Erfolg wartet man durchschnittlich: E(Y) = 1
Y
Auf den r-ten Erfolg wartet man durchschnittlich r mal auf den nachsten Erfolg:
1 r
E(Y )=r-E(Y)=r-—=—
(Y)=rE(Y)=r-— =1
r 5
E(Y =—=——=100
(Yres) n, 0,05
X =(X;, Xy, Xs) ~M(n = 5,7, =0,05;r, =0,15;75 =0,80) Multinomialverteilung
n! X X, Xg
P(X :(XT,XM,XS)): X Ex Ex] T T M - T
_ _ 5! 1 2 2 _
P(x_(lz,z))_mo,os -0,15%-0,80% = 0,0009
X ~B(n=5mn=m, =n,+ns =0,15+0,80 =0,95)
Var(X,, + Xs ) = Var (X, )+ Var(Xs)+2-Cov (X, Xs)
2-Cov(X,,, Xs) = Var(X,, + Xg ) - Var(X,,) - Var(Xs)
Cov(X,, X.) = Var (X, +Xs)—V;r(XM)—Var(XS)
_ n~((nM +ns)~(l—nM —ns)—nM -(l—nM)—ns -(l—ns))
2
0 %%_(%J"“s 'TEM)_(T[M T +%{)7KM/}RMA/%}RSA/
=n- 5
s

Z

Die Anzahl der erworbenen Wraps mit Mozzarella und mit Schafskase sind negativ korreliert,
da je mehr Wraps an den 5 Tagen in der Arbeitswoche

von der einen Sorte erworben werden,

desto weniger kdnnen von der/den anderen Sorte(n) erworben werden.

16) a. S, ~B(n=6-5=30;1=r, =0,05)
b. S, ~appr.P(A=n-n; =30-0,05=15)
n=30230
n=0,05<0,05
17) a. P(S; 23)=P(S; >2)=1-P(S; <2)=1-F(2)=1-0,8122 = 0,1878
b. P(S; 23)=P(S; >2)=1-P(S; <2)=1-F(2)=1-0,8088 = 0,1912

Abs. Approximationsfehler: 0,1912 - 0,1878 = 0,0034
Rel. Approximationsfehler: 0,0034/0,1878 = 0,0181 = 1,81%
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n=>5 N =20 M, =0,05-20=1 M, =0,15-20=3 M; =0,80-20=16
18) X; ~HG(n,N,MF) n<N M. <N Hypergeometrische Verteilung
X n-x
P(X =x_)="F/ \ "F/
( F F) N
n
M- I
: Auswahl von xr Wraps aus allen Mr Wraps mit Fillung F.
XF
N-M, ,
: Auswabhl von (n — xg) Wraps aus allen (N — Mr) Wraps ohne Fiillung F.
n—Xg
N
( J : Auswahl von n Wraps aus allen N Wraps.
n
19) Y. ~NHG(r,N,M; ) r<M. <N Negative Hypergeom. Verteilung

G e g el e ey
A Y ) )

+(r—-1
(yp ( )J : Auswahl der Positionsnummern von (r — 1) Wraps mit Fillung F

yF+(r—1)j‘[N—(yF+r)]

r-1
fur alle (yr + r — 1) Zlge, bevor der r-te Wrap mit Fullung F gezogen wird.

N—(yg +r
[ (¥e )J Auswabhl der Positionsnummer von (Mg —r) Wraps mit Filllung F

fur alle (N — (yr + r)) Zlge, nachdem der r-te Wrap mit Fullung F gezogen worden ist.

N
( J : Auswahl der Positionsnummern von Mr Wraps mit Fillung F

aus allen N Zugen.
20) X =(X;, Xy, Xs) ~MHG(n,N,M;,M,,Mg)  N=M, +M,, +M Multivariate Hypergeom. Verteilung
M) (M) (Mg
{XTJ.[XMJ.[XSj
N
i

P(X=(XT,XM,XS))=

M
( T Auswahl von xr Wraps mit Thunfisch aus allen Mt Wraps mit Thunfisch

XT
MM . .

: Auswahl von xm Wraps mit Mozzarella aus allen My Wraps mit Mozzarella
XM
MS . - . .

: Auswahl von xs Wraps mit Schafskase aus allen Ms Wraps mit Schafskase
XS
N

: Auswahl von n Wraps aus allen N Wraps.

n
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Teil B

1) X:,Wartezeit auf den Bus" ~ diskrete Gleichverteilung (n=5,a=0,b=8)

a=0

151 - b=8
P(X=x)= s firxeT={aa+2,..,b-2b} ={0,24,68}
0
E(X)=ZX-P(X:X):0'1+2'1+4E;1+6'1+8'1=%:4
2 2 2 2 2
E(Xz)zz)(Z.P(X:X):O 1+ 2 -1+45-1+6 -1+8 -1=%:24
Var(X) =E(X?)-(E(X)) =24-4?=24-16 =8
0,25
02 @ [ ® ® ®
0,15
0,1
0,05
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16
—8— DG
1 1
) _P(4<Xx<6) P(X=6) 5 B 1
~ P(X>4) P(X=6)+P(X=8) 1.1 2 2
5 5 &
3) Xi: ,Wartezeit am Tag 1“ E(X,)=4
X2: ,Wartezeit am Tag 2" E(X,)=4
W = X, +X, E(W)=E(X,+X,)=E(X,)+E(X,)=2-E(X)=2-4=8

Var(W) = Var(X, + X,) = Var(X,)+Var(X,)=2-Var(X,)=2-8=16

1
5

N
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w P(W=w)
0 1/25 (0,0)
2 2/25 0,2) (2,0
4 3/25 0,49) (4,00 (2,2
6 4/25 (0,6) (6,00 (2,4 (42
8 5/25 (0,8) (8,00 (2,6) (6,20 (4,9
10 4/25 2,8) (8,2 (6,4 (4,6)
12 3/25 (4,8) (8,4 (6,6)
14 2/25 (6,8) (8,6)
16 1/25 (8,8)

W ~ Diskrete symmetrische Dreiecksverteilung

0,25

0,2 [ 4

® ®
0,15
® [
0,1
0,05
0
0 2 4 6 8 10 12 14

@ DD
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Teil C
1
n
a. P,= (oj'no @-n°=11.0-n) =(@-=n)
ST S NP
b =—-e’'t=-.e"=e
Q=7 1
2)
n i n-1
nw-1l-=
a = (1) ( ) n-n-(l—n)n_l T
. Po (l— Tc)n (l— Tl:)n l-n
Sy
o, Qu_ 1" _net
Qo e et
3)
n (L )nf(x+1) n o (Lot N n-x|
a Pea  \X+1 \x+1 X)) x+1 n-x =
P, n) e n) x (n Cx+1 1-x
e (1- . 1— (1-
MR MR ")-0-n)
LA Y
b Qv (y+1) _yMy+1)
' y y +1
Qy L.e_}“ L.e_x y
y! y!
4)
a P Pt Py _nN-x = X:j'—ln—(x‘—l). n _(n+1)—x'. T
P, Pei Peg Xx+1 1-m (x-1)+1 1-n X 1l-m
n+1l)-x =
b Qy+1 y:!_lQ(y'—l)Jrl_ Qy' _ A y:!_l A _&
Qy Qi Qya y+1 y-1+1 y
A
=Qy=--Qy
y Ty e
5)
n n
a. lm@-z) = lm (1—&) = lim [1+‘—KJ —e*
n—oo n—o0 n n—o n
1—0 n—0 n—0
n-m=XA n-m=>A n-m=X\
b fm(OF-x w ) o (nememoyem) L (Adm(-y)) o A+0 2
x=y X 1-=n x=y y-(l—n) x=y y-(l—n) y-1l vy
n—o n—o nN—o
n—0 n—0 n—0
n-m=X\ n-m=Ah n-m=»\

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X (binomialverteilt) strebt fir n—« und n—0 mit
A=n-n gegen die Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y (poissonverteilt).
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6)
a.
™
n-1
b:n-(n+1) - (n + 1)
Uzz(a+9j-uz_l Sl LI ek S Y
z n-1 z
:(_ LI .n+1j UZ_1=(_1+n_+1
l1-n 1-n z z
_(n+1)—z_ T
z -1 %
u, _(n+1)—z T Zj><(n+1)—x_ T Py
U, z n—-1 X -1 P,y
Uy =(@-n)" =P,
a ™
n-1
7n-(n+l)
"
Up=(1-n)"
Z=X
= Uz :Px = Za,b = Xn,n
b.
a=0
b=1
UZ :(a"l‘gjuzl = [0+&j.U21:&UZl
VA Z X
U, 12 _ Qy
U,a 2y Qyy
Uy =e™ =Q
a=0
b=1
Ug=e™*
z=y
= UZ:Qy = Zy = Y,




