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T9: Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten - Losungen

Aufgabe 1

Sei (2 die Grundmenge. Betrachten Sie die beiden Ereignisse A und B mit A, B C Q.
Nehmen Sie an, die beiden Ereignisse A und B sind nicht disjunkt, also AN B # &.

a) Stellen Sie die folgenden Ereignisse als Mengenoperation dar und markieren Sie diese
in einem Venn-Diagramm.

i) A tritt ein, B jedoch nicht.

ii) A und B gleichzeitig treten ein.

1v

)

iii) Weder A noch B treten ein.
) Hochstens eins der beiden Ereignisse tritt ein.
)

v) Genau eins der beiden Ereignisse tritt ein.

i) (AN B) = (A\ B) ii) (AN B)

Q Q
iii) (AN B) = (AU B) iv) (AN B)

Q Q
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A tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,6 und B mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,7
ein. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,2 tritt keins der beiden Ereignisse ein.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit
i) tritt A nicht ein?
ii) treten A und B gleichzeitig ein?
iii) tritt A ein, wenn B eingetreten ist?
iv) tritt A nicht ein, wenn B eingetreten ist?
v) tritt A ein, wenn B nicht eingetreten ist?

Geben Sie eine jeweils eine kurze Begriindung.

i) Mit der Normiertheit und der Additivitdt von P (vgl. 2. Axiom und 3. Axiom
von Kolmogorov) gilt:

= PA)=1-P(A)=1-0,6=0,4

ii) Mit dem Allgemeinen Additionssatz gilt:
=P(ANB)=PA)+P(B)-P(AUB)=0,6+0,7—(1-0,2) =0,5
————

2 _P(AUB)

iii) Mit dem Satz von Bayes gilt:
P(ANB) 0,5 5

= PAB) =55 ~07 -7

iv) Mit den Regeln fir die Komplementbildung unter bedingten Wahrscheinlich-

keiten gilt:
P(A|B) = 1 - P(A|B) = 1 — i _ 3

v) Mit dem Satz von Bayes, dem Venn-Diagramm in a) i) und der Normiertheit
und der Additivitdt von P gilt:
 P(ANB) PA)-PANB) 06-05 1

P(AIB) = P(B)  1-P(B)  1-0,7 3
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Nehmen Sie nun an, die Ereignisse A und B seien disjunkt, also AN B = &.

c¢) Begriinden Sie, warum A und B nun stochastisch abhéngig voneinander sind.

Zwei Ereignisse A und B heiflen disjunkt, wenn AN B = &. Fir nichttriviale Ereig-
nisse (d.h. P(A) > 0 und P(B) > 0) gilt in diesem Fall, dass sie nicht gleichzeitig
eintreten konnen. Das Wissen iiber das Eintreten des einen Ereignisses liefert somit
Informationen iiber das Nicht-Eintreten des anderen Ereignisses, weshalb disjunkte
Ereignisse stochastisch abhdngig sind.

Aufgabe 2

Die Berliner S- und U-Bahnen sind immer wieder von wetterbedingten Ausfillen be-
troffen, insbesondere bei Unwetter. Beide Umstéande treten, bedingt auf die Wetterlage
(Unwetter oder kein Unwetter), unabhéangig voneinander auf. Die Ausfallwahrscheinlich-
keit der S-Bahn betragt bei Unwetter 30%, die der U-Bahn 10%. Die U-Bahn fillt mit
einer Wahrscheinlichkeit von 5% aus, wenn kein Unwetter herrscht. Zudem ist bekannt,
dass die Wahrscheinlichkeit, dass die S-Bahn nicht ausfillt und gleichzeitig kein Unwetter
vorliegt, 64% betragt. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unwetter tiber
das Jahr hinweg konstant ist und 20% betrdgt. Es seien die folgenden Ereignisse definiert:

W := _Es gibt ein Unwetter.
S := ,Die S-Bahn féllt aus.
U := ,Die U-Bahn fillt aus.”

a) Formulieren Sie mithilfe der Ereignisse W, S, U die oben genannten Wahrschein-

lichkeitsaussagen.
P(W)=0,2
P(S|IW)=0,3
P(UW)=0,1
P(U|W) = 0,05
P(SNW) =0,64
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b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss man in Berlin an einem zuféllig ausgewahlten

Tag mit dem Ausfall

i) der S-Bahn, bei keinem Unwetter rechnen?
der S-Bahn rechnen?
iii) der U-Bahn rechnen?
iv) beider Bahnen rechnen?
v) der S-Bahn rechnen, wenn die U-Bahn ausgefallen ist?

)
)
)
)
vi) mindestens einer der Bahnen rechnen?
vii) nur der U-Bahn rechnen?

D PSW)=1-P@|W)=1- Pf(%” =1- 0% =02

i) P(S) = P(S|W) - P(W) +P(S|W) - P(W) =0,3-0,2+0,2-0,8 = 0,22
iii) PU) =PU|W)-PW)+PU|W)-P(W)=0,1-0,2+0,05-0,8 = 0,06
iv) P(SNU)=P(SNU|W)-BW) +P(S N U[W) - B(W)

=P(S|W) - P(UIW) - P(W) + P(S|W) - P(UIW) - P(W)
=0,3-0,1-0,2+40,2-0,05-0,8 = 0,014

v) P(S|U) = P§g§>:%~o 233

vi) P(SUU) =P(S)+P(U)—P(SNU) =0,22+0,06 — 0,014 = 0,266

vii) P(UNS) =PU)—P(SNU)=0,06— 0,014 = 0,046

¢) Sind S und U stochastisch unabhéngig?

P(S|U) ~ 0,233 # 0,22 = P(S)
Alternativ: P(SNU) = 0,014 # 0,0132 = P(S) - P(U)
Die Ereignisse S und U sind stochastisch abhéngig.
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Aufgabe 3

Es werden zwei faire Wiirfel gleichzeitig geworfen, ein weiler und ein roter. Es seien die
folgenden Ereignisse definiert:

A = Die geworfene Augenzahl des weilen Wiirfels ist gerade.
B := ,Die geworfene Augenzahl des roten Wiirfels ist ungerade.”
C := ,Die Summe der geworfenen Augenzahlen ist gerade.”

Teil A

a) Wieso handelt es sich um ein Zufallsexperiment? Was ist zuféllig?

Es handelt sich um ein Zufallsexperiment, da die physikalischen Einflussgrofien des
Wurfs nicht vollstéindig kontrollierbar sind, sodass der Awusgang nicht determini-

stisch vorhergesagt werden kann und als zufdllig gilt.
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A, B, C.

o Wurf des weiflen Wiirfels“: Q,, = {1,2,3,4,5,6} und A = {2,4,6}.

A
= Laplace: P(A) = |’Qw‘| = 2 =0,5
o Wurf des roten Wiirfels*: 2, = {1,2,3,4,5,6} und A = {1, 3,5}.
B
= Laplace: P(B) = ||Qq~|\ = 2 =0,5

o, gleichzeitiger Wurf eines weilen und eines roten Wiirfels“:

Q=0,x0 ={1,2,3,4,5,6} x{1,2,3,4,5,6} = {1,2,3,4,5,6}2 = |Q| = 36

Die Summe zweier Augenzahlen ist genau dann gerade, wenn beide Augen-
zahlen gerade oder beide Augenzahlen ungerade sind. Auf jedem Wiirfel gibt

es drei gerade Zahlen und drei ungerade Zahlen. = |C| = (3-3) -2 =18
IC] 18
Laplace: P(C') = +—= = — =0,5
= Laplace: P(C) ] ~ 36 :
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TU Berlin

Teil B
Es sein die folgenden Ereignissen definiert:

E:=ANB={(21);(23);(25);(4,1);(4,3); (4,5); (6,1); (6,3); (6;5)
4 .

F=ANC=1{(2,2);(2,4);(2,6);(4,2); (4, 4); (
G:=BnNC={(1,1);(1,3);(1,5
H=AnBnNnC

¢) Aus welchen Elementen von € setzt sich das Ereignis H zusammen?
H=EnC={}=0

d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse £, F, G, H.

El_ 9 Fl_ 9 Gl _ 9
PE)=-—F=-—, PF)="—"=== PG === und P(H)=
¢) Definieren Sie das Komplementarereignis

i) F mithilfe von A und B ii) H mithilfe von F und G

als Mengenoperation.

) E=AnB=AUB

i) H=ANBNC=AnCNBNC=(ANnC)Nn(BNC)=FNG=FUG
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f) Sind die Ereignisse A, B, C
i) paarweise ii) vollstandig

stochastisch unabhéngig? Begriinden Sie Thre jeweilige Antwort mit Hilfe eines for-
malen Rechenganges.

i) Die Ereignisse A, B, C sind paarweise stochastisch unabhangig, da gilt:

IP’(E):IP’(AOB):;:i:;-;:P(A)-IP’(B)
P(F):P(Aﬂc)z?i:i:;-;:P(A)-IP’(O)
P(G):P(Bmc*):%:i:;.;zp(ByP(cJ)

ii) Die Ereignisse A, B, C' sind nicht vollstindig stochastisch unabhéngig, da gilt:

IP’(H):IP’(AOBHO):O;&;;-;:P(A)-IP’(B)-IP(C)



