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Aufgabe 1

Sie machen einen Morgenspaziergang durch den Grunewald mit der Hoffnung Rehe zu sich-
ten. Rehsichtungen treten raumlich zufallig und unabhéngig voneinander auf. Sie durch-
streifen eine Fliche von 1000 Ar (1 Ar = 100m?). Seien

X : ,Anzahl der Rehsichtungen auf der durchstreiften Flache“,

Y : ,Anzahl der Rehsichtungen auf 500 Ar*.

Teil A
Gehen Sie davon aus, dass es im Grunewald pro 1000 Ar durchschnittlich 6 Rehsichtungen
gibt.

a) Wie sind die Zufallsvariablen X und Y jeweils verteilt (Verteilungstyp und -parameter)?
X ~P(6) und Y ~ P(3)

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sie
i) genau zwei Rehsichtungen,
ii) hochstens vier Rehsichtungen,
iii) mindestens drei, aber weniger als sieben Rehsichtungen,

machen, wenn Sie eine Flidche von 1000 Ar durchstreifen.

i) P(X =2) =5 . 76~ 0,0446

ii) P(X < 4) =F(4) =0,2851

iv) PB< X <7)=P(X <6)—P(X <2)=F(6) — F(2) = 0,5443

Teil B
Gehen Sie nun davon aus, dass man auf jedem Ar Wald mit Wahrscheinlichkeit 0,006 eine
Rehsichtung macht.

c) Wie ist die Zufallsvariable X
i) exakt ii) approximativ
verteilt (Verteilungstyp und -parameter)? Priifen Sie die Approximationskriterien.
i) Exakt gilt X ~ B(n;7) mit n = 1000 und 7= = 0,006

i) Approximativ gilt X “2" P(\), mit A = n -7 = 1000 - 0,006 = 6.
Die Poisson-Approximation ist zuldssig, da n = 1000 > 30 und 7 = 0,006 < 0,05.
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Aufgabe 2

Ein schwedisches Unternehmen vertreibt Smart-Home Gliithbirnen. Es ist bekannt, dass
sich eine Glithbirne mit Wahrscheinlichkeit 0,4 nicht mit dem Smart-Home System ver-
binden lasst und somit als fehlerhaft gilt. Die Glithbirnen werden einzeln verpackt und
versendet. Sei fir r € N\{0}

Y, : ,Anzahl der versendeten Pakete bis zur r-ten fehlerhaften Gliithbirne*.

a) Wie ist die Zufallsvariable Y, in Abhédngigkeit von r verteilt (Verteilungstyp und
-parameter)?

Y, ~ NB(r;7) mit r € N\{0} und 7 = 0,4

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich im zehnten Versandpaket die dritte
fehlerhafte Glihbirne?

P(Ys=10=7+3) = ("771) 04 (1-04)7 = (1) - 0.4* - 0,6" ~ 0,0645

c) Zeigen Sie formal, dass der folgender Zusammenhang gilt. Beschreiben Sie diesen in

Worten und begrinden Sie.
ny n
k)] \n—k

(Z) - <n_72!>! K (n—k)- (Z!— (n—k) (ﬂk)

Es gibt genau so viele Moglichkeiten, ohne Berticksichtigung der Reihenfolge und
ohne Wiederholungen, k& Elemente aus n Elementen auszuwédhlen wie (n — k) Ele-
mente aus n Elementen auszuwéahlen.

Eine Auswahl von k Elementen impliziert eine nicht-Auswahl von n — k Elementen,
d.h. es gibt genau so viele Moglichkeiten & Elemente auszuwéhlen wie (n — k) nicht
auszuwéhlen. Ob wir (n — k) Elemente nicht auswéhlen oder auswéhlen liefert die
gleiche Anzahl von Anordnungsmoglichkeiten; also folgt der obige Zusammenhang.

d) Zeigen Sie formal, dass die Wahrscheinlichkeit in b) auch mithilfe der Zufallsvaria-
ble Z : ,Anzahl der fehlerhaften Pakete bei neun versendeten Paketen“ berechnet
werden kann. Beschreiben Sie diesen Zusammenhang inhaltlich.
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9
Es ist P(Ys = 10) = (2) - 0,4° - 0,67 = <2> 042067 04=P(Z=2)-04.

=P(Z=2) mit Z~B(9;0,4)

Die Anordnung von Erfolgen und Misserfolgen ist zum Teil gegeben: Wir wissen,
dass sich im zehnten Packchen eine fehlerhafte Gliithbirne befinden soll. Die iibrigen
zwei fehlerhaften Gliithbirnen koénnen sich auf die ersten neun Pakete verteilen. Das
entspricht zwei Erfolgen bei neun Versuchen mit konstanter Erfolgswahrscheinlich-
keit einer binomialverteilten Zufallsvariable Z, also P(Z = 2) mit Z ~ B(9;0,4).

e) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Anzahl der versendeten Glithbirnen bis zum
Auftreten der dritten fehlerhaften Gliihbirne.

E(Ys) = &4 =75

3

0,4

f) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich im fiinften Versandpaket die erste feh-
lerhafte Glithbirne?

P(Y,=5=4+1) = (5?1) 041 (1—0,4)* =0,4-0,6* ~0,0518

g) Welcher Verteilung folgt Y; noch? Begriinden Sie.

Es gilt Y7 ~ G(0,4).

Gibt die Zufallsvariable die Anzahl der versendeten Péackchen bis zur ersten feh-
lerhaften Glithbirne an, so ist die Anordnung von nicht-fehlerhaften und fehlerhaf-
ten Glithbirnen fest vorgegeben. Der Binomialkoeffizient, welcher die Anzahl der
moglichen Anordnungen angibt, betrdgt in diesem Fall 1. Die Berechnungsformel
vereinfacht sich zur Formel fiir geometrisch verteilte Zufallsvariablen.

h) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich in fiinf Paketen mindestens drei feh-
lerhafte Glithbirnen?

Sei T' : ,Anzahl der fehlerhaften Gliithbirnen bei fiinf versendeten Paketen® mit
T ~ B(3;0,4). Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {T' > 3},
also

P(T >3) =1— F(2) = 0,3174.
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Aufgabe 3

In einer (unendlich) grofien Kiste liegen drei verschiedene Schraubentypen: Schrauben mit
Imm, 2mm und 3mm Durchmesser. Fiir die Zufallsvariable

D : ,Durchmesser der Schraube in der Kiste (in mm)“

sei die Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben durch:

IP’(D = d)
0,625 |
0,25 | T
0,125 | | T
lﬁm 27T‘Lm 3mm d

a) Definieren Sie aus der Zufallsvariable D drei dichotome Zufallsvariablen F, F, G mit
jeweils dem Wertebereich {0,1}. Geben Sie jeweils die Verteilung (Verteilungstyp
und -parameter) an.

Sei

{1, falls D = 1 (Schraube hat Durchmesser 1mm),

0, sonst.

mit 7 = P(D = 1) = 0,25. Es folgt £ ~ Bernoulli(0,25).
Sei

{1, falls D = 2 (Schraube hat Durchmesser 2mm),

0, sonst.

mit 7p = P(D = 2) = 0,125. Es folgt ' ~ Bernoulli(0,125).

O {1, falls D = 3 (Schraube hat Durchmesser 3mm),

0, sonst.

mit 7¢ = P(D = 3) = 0,625. Es folgt G ~ Bernoulli(0,625).
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Es werden drei Schrauben zufallig gezogen. Seien
Sk : »Anzahl der gezogenen Schrauben mit Durchmesser k“ fiir k£ € {1, 2, 3}.

b) Wie sind die Zufallsvariablen Si, Sy und S3 jeweils und zusammen verteilt (Ver-
teilungstyp und -parameter)?

Es gelten
S1~ B(3;0,25), Sy~ B(3;0,125), S3 ~ B(3;0,625),

Zusatz: Dies folgt daraus, dass S; := Z?Zl E;, Sy = Z?Zl F; und S5 = ?:1 G
gilt, wobei Ei, Es, B3 bzw. Fi, Fy, F3 bzw. G1,Gy, G5 jeweils unabhéngige und
identisch verteilte Bernoulli-Zufallsvariablen mit den Erfolgswahrscheinlichkeiten
g = 0,25 bzw. mp = 0,125 bzw. 7 = 0,625 sind.

Die Zufallsvariablen Sp, Sy, S3 bilden zusammen den Zufallsvektor S = (Si, S, S3)
mit

S = (51, 59, 53) ~ M(3;0,25,0,125,0,625).
Zusatz: Dies folgt daraus, dass Sy, Sy, S3 jeweils binomialverteilt mit dem gleichen
Parameter n = 3 sind und die Bedingung m + my + 73 = mg + mp + g = 1 erfillt
ist. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von S kann wie folgt visualisiert werden:
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c¢) Stellen Sie alle moglichen Realisierungen s = (sy, s2, s3) auf.

Es gilt s = (s1, 82, s3) €{(3,0,0);(0,3,0);(0,0,3); (1,1,1);
(2,1,0);(2,0,1);(1,2,0); (0,2,1); (1,0,2); (0, 1,2)}
d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass man
i) nur 3mm Schrauben erhélt.
ii) zwei Imm mm und eine 3mm Schraube erhalt.

iii) drei Schraubentypen erhélt.

31 125

i) P(S=(0,0,3)) = m 0,25 -0,125" - 0,625% = T 0,2441
3 ! ; 0 . 60
3! 60

iii) P(S = (1,1,1)) = b 0,25 - 0,125' - 0,625' = =5 0,1172

-1

e) Berechnen Sie die Korrelation zwischen Sy und Ss. Begriinden Sie, wieso die beiden
Zufallsvariablen stochastisch abhangig sind.

Da (51, Sa, S3) multinomialverteilt ist gilt fir die (theoretische) Kovarianz von Sy

und S3,

15
Cov(Sy, ) = —n -y - w5 = =3 0,125 0,625 = — .
und fur die (theoretische) Korrelation zwischen Sy und S,
OOU(SQ, Sg) —Li
p(Ss, S3) = = g = —0,48795,
\/Var(Sg) : \/V&T(Sg) \/%- Ve

wobei genutzt wurde, dass Sy ~ B(3;0,125) und S3 ~ B(3;0,625).

Da jeder Zug einer 2mm Schraube impliziert, dass keine 3mm Schraube gezogen
wurde, besteht eine stochastische Abhéngigkeit zwischen S, und Ss.
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f) Sei Z : ,Anzahl der gezogenen unterschiedlichen Schraubentypen®. Skizzieren Sie
die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z.

Esist Z: Q — {1,2,3}
mit © = {(3,0,0); (0,3,0): (0,0,3); (1,1, 1);
(2,1,0);(2,0,1);(1,2,0);(0,2,1); (1,0,2);(0,1,2)}
Es gilt
Z(3,0,0) = Z(0,3,0) = Z(0,0,3) =1 und Z(1,1,1) =3 und
Z(2,1,0) = Z(2,0,1) = Z(1,2,0) = Z(0,2,1) = Z(1,0,2) = Z(0,1,2) = 2

P(Z =1)=P(S = (3,0,0)) + P(S = (0,3,0)) + P(S = (0,0,3))

3! 134
== .(0,25% 1253 25%) = = ~ 0.261
3 (0,25° + 0,125 + 0,625°) 5 0,2617

P(Z =2) = P(S = (2,1,0)) + P(S = (2,0,1)) + P(S = (1,2,0)) + P(S = (0,2,1))
+P(S = (1,0,2)) + P(S = (0,1,2))

3!
(0,252 -0,125" +0,25% - 0,625' + 0,25 - 0,125% + 0,125 - 0,625

I
1
+0,25' - 0,625% +0,125" - 0,6252) = ;’12 ~ 0,6211

3! 60
P(Z=3)=PS=(1,1,1) = —+—-0,25-0,125-0,625 = — ~ 0,1172
(Z2=3)=BS =L LY) = g3 020, TR
Alternativ: P(Z =3)=1-P(Z=1)-P(Z=2)=1—- 3 - 38 =

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fir Z € {1,2, 3} ist also:

P(Z = z)
2 1 2 3
0,6211 | P(Z=z)]02617 06211 0,1172
0,2617 |
0,1172 | I '




